Ordenamiento sobre Arreglos

Jesus Ravelo
Kelwin Fernandez

Universidad Simén Bolivar
Dpto. de Computacién y Tecnologia de la Informacién

*#* Observacion: esta version es un borrador y posiblemente puede
contener errores. Debe ser utilizada prudentemente. ***

Resumen

Estas notas presentan el problema de ordenamiento sobre arreglos y sus
soluciones clasicas mas conocidas: los algoritmos de ordenamiento llamados
insercién, seleccion, burbuja, mezcla, “quicksort” y “heapsort”.

Presentaciones de todas estas soluciones abundan en la literatura sobre al-
goritmos, y pueden ser encontradas en [Cormen et al. 09] y [Hume et al. 99,
entre muchas otras referencias. La diferencia entre estas notas y la tipica pre-
sentacién hallada en la literatura es que aca se utiliza la filosofia de métodos
formales de programacion, con especificaciones pre/post-condicién para pro-
blemas y subrutias, invariantes de iteraciones y cotas de terminacién para
iteraciones y recursiones. En ese sentido, estas notas siguen la filosofia de
textos como [Kaldewaij 90|, [Gries 81] y [Backhouse 03], aunque no se
hace énfasis en derivacion formal de programas como en la primera de estas
tres referencias, sino en construccién intuitiva de los algoritmos como en los
textos estandares de programacion.



1. Introduccion

Supongamos que queremos ordenar el siguiente arreglo de enteros ascen-
dentemente segtn la relacion <:

(6]t[5[2][6[12][3]3[7]8]

Una posible solucion seria el siguiente arreglo:

[1]2[3[3[5[6][6][7[8]12]

Notese que en el arreglo final todos los elementos preservan el nimero de
ocurrencias que tenfan en el arreglo inicial.

A continuaciéon supongamos que deseamos ordenar el siguiente arreglo de
conjuntos ascendentemente segin su cardinalidad:

| {true, false} | {1,2,4,8,16,32} | {a,k, [} | ¢ | {, &, K} |

Podriamos tener como posible solucién el arreglo:

‘ ) ‘ {true, false} ‘ {a,k, [} ‘ {&, & K} ‘ {1,2,4,8,16, 32} ‘

O, dado que la cardinalidad de {a, k, f} es igual a la cardinalidad de {&, #, % },
podriamos tener el siguiente:

‘ ) ‘ {true, false} ‘ {,®, K} ‘ {a,k, f} ‘ {1,2,4,8,16, 32} ‘

Generalizando, podemos decir que el problema de ordenar un arreglo se
sintetiza en: dado un arreglo cuyos elementos son de algtin tipo Ty dada
una relacién de orden total' C sobre T, devolver una permutacién del arreglo
ordenada (ascendente o descendentemente) segiin dicha relacin.

'Definiciones formales de varios tipos de relaciones de orden, y en particular de re-
laciones de orden total, pueden ser conseguidos en textos de matematicas discretas. Por
ejemplo, D. Gries & Schneider, A Logical Approach to Discrete Math, Springer-Verlag,
1993 y D.F. Stanat & D.F. McAllister, Discrete Mathematics in Computer Science, Pren-
tice Hall, 1977. A efectos de lo que necesitamos en estas notas, basta que nuestra relacién
sea reflexiva, transitiva y conexa.



2. Algoritmos Clasicos de Ordenamiento

Los algoritmos clasicos de ordenamiento sobre arreglos se dividen prin-
cipalmente en dos grandes familias segiin la complejidad algoritmica de sus

casos promedios?.

Familia ©(n?)

Los algoritmos mas representativos de esta familia son:

» Insercién.
m Seleccidn.

= Burbuja.

Familia ©(n - lg n)

Los algoritmos mas representativos de esta familia son:

n Mezcla.
= “Quicksort”.

= “Heapsort”.

3. Especificacion del Problema de
miento

Ordena-

En esta seccion utilizaremos comunmente las siguientes definiciones de

funciones auxiliares:
v bagalr.y)=]i|x<i<y:ali]]

» ord.alr.y) = (Vi,j | v <i<j<y:al] Ealj])

w alr.y) Chw.2)=Vi,j e <i<y N w<j<z:ali] Cblj])

2 Atin sin tener conocimientos previos acerca del estudio de la complejidad algoritmica
considérese que se corresponde con tener un tiempo de ejecucién “cercano” a multiplo, en

nuestro caso, de n? o a multiplo de n-lg n



donde bag devuelve el multiconjunto de elementos contenidos en algin seg-
mento de un arreglo, ord indica si un segmento de un arreglo esté ordenado,
y la tltima abreviaciéon da un nuevo uso al simbolo “C” para indicar que
todos los elementos de un segmento son no-mayores a todos los elementos
de otro segmento. Esta ultima abreviacién también nos permitiremos usarla
con la relacién estricta “C” (esto es, “menor”) asociada a la original “C”
(“menor o igual”).

Para el ltimo, utilizaremos cominmente un pequeno abuso de notacion
y lo ampliaremos no sélo a segmentos de arreglos sino a elementos simples.
Por ejemplo, nos referiremos a e C b[x..y) para indicar que e es “menor o
igual” a todos los pertenecientes al arreglo b entre los indices x e y, esto seria
equivalente a a[0..1) C blz..y) donde a[0] = e.

A estas alturas ya podemos dar una especificacion formal del problema
de ordenamiento de arreglos:

I

const n: int;

var a: array[0..n) of T

{ Pre: n>0 Abag.al0.n) =B }
ORDENAR

{ Post: ord.a[0.n) A bag.a[0.n) =B }

J

Cuando ordenamos cosas diariamente (libros en una estanteria, un mazo
de cartas, etc), solemos tratar de ir ordenando un segmento del espacio de
elementos y vamos agregando uno a uno los restantes en orden. Inicialmen-
te tenemos que el segmento ordenado es vacio, es decir, el segmento [0..0),
luego procedemos a agregar un elemento, con lo cual tendremos ordenado
el segmento [0..1), luego el [0..2) y asi sucesivamente hasta haber agregado
la totalidad de los elementos (n), con lo cual tendremos ordenado el total,
segmento [0..n), de los elementos.

Podemos proponer el siguiente invariante que cumple con la idea antes
presentada:

Inv: 0<k<n A (Vi,j7|0<i<j<k:al]Calj])
A bag.al0..n) = B



el cual es equivalente, segiin la definicion de ord, al siguiente invariante:

{ Inv: 0<k<n A ordal0.k) A bag.al0.n) =B }

Como funciéon de cota podemos proponer n — k, y dado que el segmento
ordenado inicialmente es vacio, la inicializacion de k debe ser en cero.
Tenemos entonces hasta ahora lo siguiente:

I

const n: int;
var a: array[0..n) of T
{ Pre: n>0 Abag.al0.n) =B }

var k: int;
k:=0;

{ Inv:i 0<k<n A ord.al0.k) A bag.al0..n) =B }

Cota: n—k
do k#n—

k=k+1
o}

{ Post: ord.a[0.n) A bag.a[0.n) =B }
J

Detengdmonos un momento a ver el siguiente arreglo en un momento de
ejecucion del procedimiento anterior en el cual k = 4:

(2] afrafo]s]

Observacion: Casillas sombreadas se refieren al segmento ya ordenado.

Dicho estado del arreglo cumple con el invariante dado que el segmento
[0..k) se encuentra ordenado, sin embargo, nétese que atin quedan elementos
en el segmento de la derecha que finalmente desplazaran a los elementos ya
ordenados de su posicién actual.

Podemos entonces ser un poco mas estrictos y exigir en el invariante que
los elementos del segmento [0..k) estén en su posicién final, para esto se



utilizaria el predicado a[0..k) C a[k..n) dado que si todos los elementos en el
segmento inicial son menores que aquellos pertenecientes al segmento final,
no es posible que estos 1ltimos desplacen a los primeros.

Nuestra segunda versién de invariante quedaria:

Inv:i 0<k<n A ord.al0.k) A a[0..k) C alk..n)
A bag.al0..n) = B

y nétese que el bosquejo de iteracion principal quedaria como antes

I

const n: int;
var a: array[0..n) of T
{ Pre: n>0 Abag.al0.n) =B }

var k: int;
Inv:i 0<k<n A ord.al0.k) A a[0..k) C alk..n)

A bag.al0..n) = B
Cota: n—k

{ Post: ord.a[0.n) A bag.a[0.n) =B }
J

4. Insercion

El ordenamiento por insercién puede que sea el mas natural de los or-
denamientos. Lo aplicamos casi por instinto cuando queremos ordenar un
mazo de cartas, al ordenar libros en una biblioteca por tamano o por orden
lexicografico, entre otros.

Supongamos que somos profesores de primaria y debemos ordenar a nues-
tros alumnos por orden de tamano. Les pedimos que formen una fila, luego
vamos pasando por cada uno de ellos y cada vez que avancemos adelantamos
a cada nino, en caso de ser necesario, a su posiciéon correcta, esto es, a la



posiciéon donde el anterior es de menor o igual tamano y el siguiente es de
mayor tamano (es indiferente en que sentido queda la igualdad). Para esto,
sera necesario desplazar a todos los que queden detras de él. Esto induce
que, en cada paso, el conjunto de nifios por los que ya hemos pasado estén
ordenados mediante la relacion de tamano; al haber pasado por todos los
ninos, la fila estard ordenada.

Veamos por ejemplo el siguiente grafico, donde los nifios azules se refieren
al segmento ya ordenado y el nino en rojo se trata del que colocaremos en su
posicion a continuacién:

IR

Digamos que el arreglo de ninos es llamado a y que cada posicion equivale
a una casilla en el arreglo. Para este punto tenemos que el segmento ya
ordenado es a0..k), lo cual podemos escribirlo como ord.a0..4), con k = 4.
A continuacién insertaremos al nino rojo en su posicion correcta; para esto
desplazaremos a todos aquellos que sean necesarios para poder insertarlo:

IR K
MTRIK
RI1K




Tl K.
MTIL R

Ya habiendo hecho esto, contamos con que el segmento ordenado ha sido
incrementado en uno y, por tanto, tenemos que ord.a[0..k + 1) se cumple

TTIL K.

Notese que esto concuerda perfectamente con nuestra primera versiéon de
invariante.

De esta manera funciona el ordenamiento por insercién: pasa por cada uno
de los elementos del arreglo, lo inserta en su posicion correcta a la vez que
desplaza a todos los demas. Por ello, funciona con nuestra primera version
(méas débil) de invariante, ya que los elementos del segmento ordenado no
necesariamente estan en su posicion definitiva.

Con base en la primera propuesta de solucién al problema de ordenamien-
to, basada en la primera propuesta de invariante, el contrato a ser satisfecho
por lo que falta por ser desarrollado (codigo ) es:

{0<k<n A ordal0..k) A bag.a[0..n) = B}
{0<k<n A ord.al0.k+1) A bag.al0..n) = B}

8



Segtn tal contrato debemos en cada iteracién colocar el elemento alk] en su
posicién correcta. Para esto, utilizaremos una variable temp que mantendra el
valor inicial de a[k], puesto que debemos desplazar hacia la derecha tantos
elementos como sean necesarios. Tenemos entonces lo siguiente:

|[ var temp: T;
l: int;
temp, | == alk], k;

do!#0 A tempCall -1 —
all] :== a[l —1J;
l=1-1

od

; all] := temp

J

Claramente como cota para la iteracion podemos colocar a [.

La construccién del invariante es un tanto més delicada. Podemos comen-
zar enunciando el rango en el que varia [, el cual esta comprendido entre 0 y
k, ambos extremos incluidos. Recordemos entonces que estamos desplazan-
do a los elementos mayores a temp para poder insertar a este tltimo en su
posicién. Por lo tanto, los segmentos a[0..l) y a[l + 1..k + 1) siguen estando
ordenados. Ademas, todos los elementos que hemos ido dejando a la derecha,
es decir, todos los ali] con [ < i < k son mayores que temp. Hasta ahora
tenemos como invariante lo siguiente:

Inv: 0<I<k A ordal0.l) A ordall +1..k+1)
Atemp C all + 1.k + 1)

Nos queda sélo documentar como el multiconjunto de elementos estd sien-
do mantenido. Sin embargo, dado que estamos desplazando elementos sin
hacer intercambios directos no podemos decir que bag.a[0..n) = B.

Podemos notar que, salvo el elemento que originalmente estaba en alk], el
cual inicialmente almacenamos en temp, sélo hemos hecho desplazamientos
en el arreglo. En cualquiera de las vueltas, los desplazamientos que hemos
realizado han hecho que el segmento afl+1..k+1) sea el resultado de haber
movido cada uno de ellos una posicién a la derecha. Nétese que, de haber



hecho al menos un movimiento ya, resulta que el elemento a[l] estd dupli-
cado (en a[l 4+ 1]) y debemos ignorarlo. Este “hueco” en el arreglo debe ser
completado con el elemento que tenemos en temp. Podemos deducir que:

bag.al0..l) W bag.a[ll +1..n) W [temp] = B

donde el operador W se refiere a la unién de multiconjuntos, la cual suma la
multiplicidad de sus elementos, y |x] denota un multiconjunto unitario.

Finalmente contamos con la siguiente implementacién de Ordenamiento
por Insercion:

10



I

J

const n: int;
var a: array[0..n) of T}
{ Pre: n>0 Abag.al0.n) =B }

var k: int;

k:=0;

Inv: 0<k<n A ordal0.k) A bag.al0..n) =B
Cota: n—k
do k#n—

var temp: T,

[: int;
temp, | := alk], k;
( Inv: 0<I<k A ordal0.l) A ord.a[l +1..k+1)

A bag.al0..l) W bag.all +1.n) W [temp] = B
Atemp Call +1.k+1)

| Cota: |

do!l#0 A tempCall — 1] —
afl] := all — 1J;
l=1-1

od

cafl] == temp

ki=k+1

od

{ Post: ord.a[0.n) A bag.a[0.n) =B }

Seleccidon

Para el desarrollo de este algoritmo utilizaremos la segunda version de

invariante mas fuerte que propusimos anteriormente. Esta exige adicional-
mente a que el segmento af0..k) se encuentre ordenado, que cada elemento

11



se encuentre en su posicion final. Digamos que el siguiente es un momento
cualquiera en la ejecucion del algoritmo:

0 ... k1 k£ ... nl

Dado nuestro invariante para la iteracion externa, sabemos que justo antes de
ejecutarse el cuerpo de la iteracién se tiene que ord.al0..k) y a[0..k) C a[k..n).
De esto se puede inferir que el segmento a[0..k) tiene los k menores elementos
de bag.al0..n). Para poder conservar el invariante, debemos asegurar que en
la préxima vuelta el segmento a[0..k+1) tiene los £+ 1 menores elementos del
multiconjunto. Por lo tanto, debemos conseguir el menor elemento del seg-
mento alk..n) y anadirlo a nuestro segmento ya ordenado. ;En qué posicién
debemos colocarlo? Dado que debemos garantizar que el segmento a[0..k+1)
se mantenga ordenado para asi cumplir el invariante en la proxima iteracién,
se debe colocar este elemento en la posicién k del arreglo. Sea a[min] el menor
elemento del segmento alk..n):

| ] | | ... |amin] | ... | |
0 ... k1 k ... .. on-1

pudiendo min ser igual a k o a n — 1. Debemos intercambiar las casillas
alk] y a[min], asi tendremos ord.a[0..k + 1), a[0..k + 1) T alk + 1.n) y
adicionalmente, dado que sdlo se realiz6 un intercambio de elementos, se
garantiza que bag.al0..n) = B.

Veamos la siguiente implementacion para conseguir el menor elemento en
el intervalo alk..n):

12



I[ var [, min: int;
Il,min:=k+1,k;

Inv: k+1<l<n A k<min<n A almin| C alk..l)
Cota: n—1
dol#n—

if a[l] C almin] —
‘ min =1

[] a[min] C a[l] —
‘ skip

J

Como modificamos tinicamente las variables locales [ y min, se garantiza
ademas el invariante externo en cada iteracion del ciclo interno. Podemos
armar el algoritmo completo teniendo como resultado:

13



|[ const n: int;
var a: array[0..n) of T}
{ Pre: n>0 Abag.al0.n) =B }

var k: int;

k:=0;

Inv: 0<k<n A ordal0.k) A al0..k) C alk..n)
A bag.al0..n) = B
Cota: n—k
dok# N —

var [, min: int;
[,min = k+1,k;

Inv: k+1<Il<n A k<min<n A almin] C alk..l)
Cota: n—1
do!l#n—

if a[l] C almin] —
‘ min =1

[| a[min| C a[l] —
skip

Ll —

od

salk], almin] := a[min], a[k]
ki=k+1
od

{ Post: ord.a[0.n) A bag.a[0.n) =B }
J
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6. Burbuja

El Ordenamiento de Burbuja (Bubble Sort), o de Intercambio Directo tra-
baja semejantemente al de Seleccion: en cada paso lleva al menor elemento
del segmento sin ordenar a su posicién final, esto es, al extremo izquierdo
de ese segmento. La diferencia recae en el mecanismo con el cual lo hace:
mientras que el ordenamiento por seleccion escoge al menor elemento del
segmento no ordenado y lo lleva a su posicion final en un solo movimiento,
el ordenamiento por burbuja realiza intercambios de pares de elementos ad-
yacentes en caso de que estos se encuentren en orden incorrecto hasta que se
logra el objetivo.

Su nombre deriva del aspecto que toman los elementos mas livianos del
arreglo al subir al tope como si fueran burbujas, si visualizamos el arreglo de
forma vertical descendente. Como consecuencia, el arreglo se ird ordenando
desde las posiciones inferiores. Veamos por ejemplo el siguiente arreglo al
cual le aplicaremos una pasada del algoritmo. Notese como el menor elemen-
to, senalado con sombreado, asciende mediante intercambio con su vecino
inmediato hasta su posicién final. Los elementos entre los cuales se realiza el
intercambio se presentan resaltados en negritas.

Q| | ]| 00| Ut
W | | 00| Ut
QO H~| | 00| UT
| | ol O
| = Co| U

Sea [ una variable que ird recorriendo los indices del arreglo para ejecutar
los intercambios. En cada paso, debemos intercambiar los elementos de las
posiciones [ y [ — 1 en caso de que estos se encuentren en orden incorrecto, es
decir, si a[l — 1] O a[l]. Tenemos entonces que para el intercambio podemos
dar la siguiente solucion:

ifall = 1] 3 al] —
| all],all — 1] :=all — 1], al]
[ a[l = 1) CEall] —
skip
fi

15



Las guardas de este condicional inducen que la variable [ debe encontrarse
en el rango k < [ < n. Por lo tanto tenemos que el recorrido en el arreglo
debe ser de la siguiente forma:

I
var [: int;
l:=n—1;

Cota: [
do!l #k —

Inv: k<l<n A a[l]Call+1..n) }

ifall — 1] Jall] —
| all],all — 1] :=a[l — 1], al]
[] all = 1] Call] —
skip
fi

l=1-1
od

J

Adicionalmente, en cada iteracién del ciclo interno, se cumple el invariante
del ciclo externo. Por lo tanto, debemos fortalecer este como:

Inv:i 0<k<l<n A ordal0..k) A al0..k) C alk..n)
A bag.a[0.n) = B A all] Call +1..n)

Finalmente tenemos como implementacién para el Ordenamiento de Burbuja

lo siguiente:
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|[ const n: int;
var a: array[0..n) of T}

{ Pre: n>0 Abag.al0.n) =B }

var k: int;
k:=0;

Inv: 0<k<n A ordal0.k) A al0..k) C alk..n)
A bag.al0..n) = B
Cota: n—k
do k#n—
var [: int;
[:=n—1;

Inv:i 0<k<l<n A ordal0.k) A al0..k) C alk..n)
A bag.a[0.n) = B A all] Call +1..n)
Cota: |
do ! +k—s

ifall — 1] 3 al] —
| all],all — 1] :=a[l — 1], al]
[] all = 1] Call] —

‘ skip
fi
=1-1
od
ki=k+1
od

{ Post: ord.a[0.n) A bag.a[0.n) =B }
J

La practica muestra que en el caso promedio resulta que no es necesario
ejecutar todas las pasadas para que el arreglo quede finalmente ordenado.
Analice a qué puede deberse el que no se realice ningiin intercambio en la

iteracién interna.
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En respuesta a esto, suele agregarse una variable booleana que indica
si se efectuaron o no intercambios a lo largo de la pasada interna, para de
esta manera interrumpir el ciclo dando por ordenado el arreglo. Para esto
podemos hacer lo siguiente:

I
huboCambios = false;

Inv: k<li<n A a[l]Ca[l+1..n)
A —huboCambios = ord.a[l..n)
Cota: [
do!l#k —
ifall = 1] Ja[l] —
all],a[l — 1] := a[l — 1], a[l];
huboCambios := true
] all —1] Eall] —
skip
fi
l=10-1
od

J

Finalmente tenemos como implementacion para el Ordenamiento de Burbuja
“Mejorado” lo siguiente:

18



|[ const n: int;
var a: array[0..n) of T}

{ Pre: n>0 Abag.al0.n) =B }

var k: int;

k:=0;

Inv: 0<k<n A ordal0.k) A al0..k) C alk..n)
A bag.al0..n) = B
Cota: n—k
do k#n—

var [: int;

huboCambios: boolean;
l:=n—1;
huboCambios = false;

( ( Inv: 0<k<Il<n A ord.al0..k) A al0.k)C alk..n)
A bag.al0.n) = B A a[l] Call + 1..n)
A —huboCambios = ord.a[l..n)

| Cota: |

do | # k —s

ifall — 1] 3 al] —
all],a[l — 1] := a[l — 1], a[l];
huboCambios = true

[| all = 1] Call] —

‘ skip
fi
li=10—-1
od
ki=k+1
od

{ Post: ord.a[0.n) A bag.a[0.n) =B }

J
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7. Divide y venceras

Ya hemos tratado los tres primeros algoritmos de ordenamiento, todos
ellos con complejidad ©(n?) en peor caso. A continuacién veremos otra pers-
pectiva mediante la cual implementaremos los algoritmos de ordenamiento
con complejidad O(n - lg n).

Supongamos que tenemos que ordenar una pila inmensa de facturas por
fecha para poder archivarlas. Claramente intentaremos invertir la menor can-
tidad de tiempo posible en ello. Por lo tanto, le pedimos ayuda a un amigo,
cada uno ordenara un lote de facturas y luego reordenaremos ambos grupos
en uno solo. Pero resulta que los bloques a ordenar siguen siendo demasiado
grandes y aun asi no tendremos tiempo de terminar, entonces cada uno le pi-
de ayuda a dos amigos mas para ordenar los lotes y asi sucesivamente; luego,
cada dto deberd unicamente reordenar ambos bloques para entregarselos a
su amigo.

Otra posible solucion seria entregarle a un amigo las facturas més viejas y
quedarnos nosotros con las més nuevas, luego cada uno de nosotros dividira de
nuevo cada grupo en las mas viejas y mas nuevas para pedirle ayuda a otros
dos amigos y asi sucesivamente. La accién de ordenar se va ejecutando a
medida que separamos los grupos de facturas seguin su fecha.

Entonces para facilitar el trabajo de ordenacién podemos dividir el es-
pacio, trabajar cada segmento y luego construir la solucion. Esta forma de
atacar el problema de ordenar un arreglo presenta naturaleza recursiva. La
division del problema finaliza cuando el segmento se encuentra trivialmente
ordenado, esto podemos hacerlo para segmentos de tamano menores a dos.

Sea el siguiente procedimiento encargado de la ordenacién:

20



proc ordenar (in n: int; in-out a: array/0..n) of T; in izq,der: int)
Pre: 0<izq<der <n A bag.afizq..der) =C
A al0..izq) = Ay A alder.n) = Ay
Post: ord.afizq..der) A bag.alizq..der) = C
A al0..izq) = Ay A alder.n) = Ay }
{ Cota: der —izq }
I
if der —izqg <2 —
‘ skip
[| der —izq > 2 —
var z: int;

ordenar(n, a,izq, T);
ordenar(n, a, z, der);

fi

J

donde los parametros izq y der delimitan el segmento a ordenar, la variable
z indica el punto en el que se dividira el espacio, y los signos de interrogacion
se corresponden respectivamente con la division y recombinacion del espacio
a ordenar. Claramente, si vamos a dividir el trabajo buscaremos que ambos
segmentos sean mas o menos del mismo tamafio para evitar que una persona
quede ociosa esperando a que la otra termine de ordenar el otro segmento.

Notese que la precondicion exige que nadie pueda alterar el segmento
de elementos de otra persona. Cada instancia de la recursién debe devolver
el segmento alizq..der) ordenado y, los otros segmentos a[0..izq) y a[der..n)
deben permanecer inalterados.

8. Mezcla

El Ordenamiento por Mezcla (Merge Sort) fue desarrollado por John
von Neumann en el ano 1945. Veamos la siguiente implementacién para el
algoritmo de ordenamiento por mezcla:
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proc ordenar(in n: int; in-out a: array/0..n) of T; in izq, der: int)
Pre: 0<izq<der <n A bag.afizq..der) =C
A al0..izq) = Ay A alder.n) = Ay
Post: ord.afizq..der) A bag.alizq..der) = C
A al0..izq) = Ay A alder.n) = Ay }
{ Cota: der —izq }
I
if der —izqg <2 —
‘ skip
[| der —izq > 2 —
var med: int;
med = (izq + der) div 2;

{izq < med < der}
ordenar(n, a,izq, med);

ordenar(n, a, med, der);
mezclar(n, a,izq, med, der)

fi
J

También podriamos asignar a med el valor obtenido de (izq + der + 1)div 2
y seguir cumpliendo con el contrato. Queda como ejercicio para el lector de-
mostrar esto.

A continuaciéon debemos definir el procedimiento mezclar. Este se encar-
gard de componer la solucion al problema completo ordenando los dos seg-
mentos en uno solo. Este procedimiento deberd seguir la restriccion de que
solo puede alterar el espacio a ordenar que le toca; ademas deberd ordenar y
juntar ambos segmentos en uno solo. Presentaremos la siguiente especifica-
cién para el procedimiento:

proc mezclar(in n: int; in-out a: array/0..n) of T;
in izq, med, der: int)
Pre: 0<izqg <med <der <n A bag.a[0..n) =D
A al0..izq) = Sy A alder.n) =5 }
Post: bag.a[0..n) = D A ord.alizq..der)
{ A al0..izq) = Sy A alder.n) =5; }
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Para mezclar los dos segmentos utilizaremos un arreglo auxiliar que ird re-
cibiendo en orden los elementos de ambos segmentos. Podemos entonces es-
tablecer tres variables 7,7 v k que indicaran el elemento por el que vamos
desplazandonos en el primer y segundo segmento, y en el arreglo auxiliar,
respectivamente. Seria posible eliminar la variable k& puesto que ésta en cada
instante de la iteracién tendra el valor (i-izq) + (j-med), pero por cuestiones
de legibilidad y para reducir el nimero de operaciones, la usaremos.

En cada paso de la iteracién debemos escoger el siguiente menor elemento
de ambos segmentos y pasarlo al arreglo auxiliar. Dado que ambos segmentos
estan ordenados, tenemos que el siguiente menor elemento del segmento de
la izquierda serd el a[i] y el menor de la derecha el a[j] (siempre que ambos
segmentos cuenten con elementos). Una vez alguno de los dos segmentos
se haya acabado, podemos proceder a rellenar con los elementos del otro
segmento.

Podemos establecer entonces mientras ambos segmentos cuenten aiin con
elementos la siguiente iteracion:

(

Inv: izg<i<med<j<der N k= (j—med)+ (i —izq)
A bag.alizq..i) W bag.almed..j) = bag.bl0..k)
A bag.al0..n) = D A ord.bl0..k

| Cota: (der —izq) —k

do i # med N j # der —

if ali] € alj] —
| blk],i=ali],i+ 1
[ alj] 3 ali] —
{\i b[k],j := alj],j + 1

i k=k+1
od

Luego debemos proceder a rellenar los elementos restantes con aquellos del
segmento que alin no se encuentre vacio. Estableceremos para ello lo siguiente:

23



if i #med N j=der —

([ Inv:  izq<i<med A k= (der —med)+ (i —izq)
A bag.alizq..i) W bag.almed..der) = bag.b[0..k)
A bag.al0..n) = D A ord.b[0..k)

| Cota: med —i

do i # med —

blk],i = ali],i + 1;

k:=Fk+1

od

[] i =med N j# der —

( Inv: med <j<der A k= (der —j)+ (med—izq)
A bag.alizq..med) W bag.a[med..j) = bag.b[0..k)
A bag.al0..n) = D A ord.bl0..k)

| Cota: der —j

do j # der —
bkl j = aljl.i + 1
k=k+1
od
fi

Fécilmente podemos ver que los condicionales no son necesarios puesto que
las mismas guardas de los ciclos demarcan en cual de los dos se debe entrar.
Si ya se transcribieron todos los elementos del primer segmento entonces
1 = med y la guarda del primer ciclo no se cumpliria, andlogamente con el

segundo.

Sélo nos queda transcribir el arreglo ordenado al segmento original [izq..der).
Para ello utilizaremos la misma variable k y simplemente iremos iterando so-
bre el arreglo auxiliar mientras se realizan las respectivas asignaciones.

k.= 0;
Inv: 0<k<der—izq A alizq..izq + k) = b[0..k)
Cota: der —izq —k }
do k < der —izqg —
alizq + k| == b[k];
k=k+1

od

Finalmente contamos con la siguiente implementacién para el procedi-
miento mezclar:
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proc mezclar(in n: int; in-out a: array/0..n) of T;
in izq, med, der: int)
Pre: 0<izqg <med <der <n A bag.a[0..n) =D
A al0..izq) = Sy A alder.n) =5 }
Post: bag.a[0..n) = D A ord.alizq..der)
{ A al0..izq) = Sy A alder.n) =5 }
I

var 1, ], k: int;

var b: arrayf0..(der-izq+1)] of T;

1, J, k :=1zq, med, O;

([ Inv: izg<i<med<j<der A k= (j—med)+ (i —izq)
A bag.alizq..i) W bag.almed..j) = bag.bl0..k)
A bag.al0..n) = D A ord.b[0..k)

| Cota: (der —izq) —k

do i # med A j # der —

if afi] T afj] —
| bk i = ald],i+ 1
[ alj] 3 ali] —
| O[k],j = alsl.g + 1

fi
ki=k+1
od;
([ Inv: dzqg <i<med<j<der
A k= (5 —med)+ (i —izq)
A bag.alizq..i) W bag.almed..j) = bag.bl0..k)

[
A bag.al0..n) = D A ord.b[0..k)
| Cota: med —1
do i # med —
blkl,i = ali],i + 1;
k=k+1

od
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Inv: izq <1 <med<j<der
Nk = (der — j) + (i —izq)
A bag.alizq..i) W bag.a[med..j) = bag.b[0..k)
A bag.a[0.n) = D A ord.bl0..k)

Cota: der —j

\

do j # der —
O[k],j = alj].j + 1L;
k:=Fk+1

od

k = 0;

Inv: 0<k<der—izq A alizq..izq + k) = b[0..k)
{ Cota: der —izq —k }
do k < der —izq —

alizq + k] := b[k];

k=kFk+1

od
J

Este algoritmo presenta la leve desventaja de que necesita memoria extra
para ejecutarse puesto que mezclar ambos segmentos requiere de la creacion
de un arreglo temporal.

9. Quicksort

El Ordenamiento Rapido (Quicksort) fue desarrollado por C. A. R. Hoare
en el ano 1962, se trata igualmente de un algoritmo que utiliza la técnica
divide y venceras.

Para la descomposicién, el algoritmo considera un elemento pivote. Esta
se realiza de tal forma que todos los elementos menores o iguales al pivote
quedan a su izquierda y los mayores a su derecha.

Dado que no estamos dividiendo el espacio a ordenar necesariamente en
dos partes iguales o aproximadamente iguales, podria estar sucediento, en el
peor de los casos, que el pivote sea el mayor elemento del segmento, con lo
cual tendremos un subproblema practicamente de igual tamano que el pro-
blema inicial. Por lo tanto, es fundamental la escogencia de un buen pivote.
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Una de las técnicas para la escogencia indica escoger tres elementos del arre-
glo y tomar el elemento medio, pero esto no aporta una mejora sustancial,
puesto que podriamos haber seleccionado el segundo o pentltimo elemento
en la secuencia a ordenar, que no difiere mucho de agarrar el primero o el
ultimo. Otra idea seria pasearnos cada vez por el arreglo para escoger el ele-
mento medio, pero esto implicaria un calculo costoso, por lo que afectaria en
gran parte el rendimiento del algoritmo. Por lo tanto, podriamos de hecho
escoger el primero, el iltimo o cualquier elemento del segmento como pivote,
y en promedio esto resultard una buena escogencia. Sin embargo, para casos
especificos, en donde se tenga un preconocimiento acerca de la distribucién
de los elementos en el arreglo se podria escoger algiin otro elemento especifico
del arreglo.

El procedimiento principal del algoritmo es semejante al ordenamiento por
mezcla, solo que altera el orden de las instrucciones. Igualmente los parame-
tros izq y der delimitan el espacio a ordenar.

proc ordenar(in n: int; in-out a: array/0..n) of T; in izq, der: int)
Pre: 0<izq<der<n A bag.afizq..der) =C
A al0..izq) = Ay A alder.n) = Ay
Post: ord.afizq..der) A bag.alizq..der) = C
A al0..izq) = Ay A alder.n) = Ay }
{ Cota: der —izq }
I
if der —izqg <2 —
‘ skip
[| der —izq > 2 —
var pivote: int;
particionar(n, a, izq, der, pivote);
ordenar(n, a, izq, pivote);
ordenar(n, a, piote+1, der);
fi

J

El procedimiento particionar es el encargado de distribuir los elementos del
arreglo de tal forma que los elementos queden organizados de la siguiente
manera:

‘ Cx ‘x‘ Oz ‘
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Para cumplir con esto, tenemos entonces la siguiente especificaciéon para
el problema:

proc particionar(in n: int; in-out a: array/0..n) of T,
in izq, der: int, out pivote: int)
Pre: 0<izqg <der <n A bag.al0..n) =D
A al0..izq) = Sy A alder.n) =S, }
Post: bag.a[0..n) = D A a[0..izq) =Sy A alder..n) =5
A 12q < pivote < der
A alizq..pivote) C alpivote] C a[pivote + 1..der)

Digamos que nuestro pivote, x, es el primer elemento del segmento por
particionar. Al comienzo del procedimiento tenemos lo siguiente:

[} i |

Dado que estamos buscando separar los elementos entre los menores o iguales
y los elementos mayores al pivote, consideraremos dos intervalos contiguos
que contendran estos elementos respectivamente. En un instante cualquiera
del recorrido, tendremos que se ha de cumplir:

‘x‘gx‘jx‘?‘

Estos intervalos estaran delimitados de la siguiente manera por las variables
12q, 1, 7y der:

‘ZL" Ex‘jx‘?‘
12q 1 7

En la siguiente iteracién, debemos decidir a qué intervalo pertenece alj],
suponiendo que a[j] C z, debemos colocarlo en el primer segmento. Para
esto, intercambiaremos el elemento que ocupa actualmente la posicion ¢ del
arreglo con alj], luego incrementaremos ¢ y j. En caso contrario basta con
incrementar j.

Una vez finalizado el recorrido, nuestro arreglo tendra la siguiente apa-
riencia:

|z Cz | Oz |
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Ya en este punto basta hacer un simple intercambio entre x y a[i] para satisfa-
cer la postcondicion del procedimiento. Veamos finalmente la implementacion
del procedimiento particionar:

proc particionar(in n: int; in-out a: array/0..n) of T,
in izq, der: int, out pivote: int)
Pre: 0<izqg <der <n A bag.al0..n) =D
A al0..izq) = Sy A alder.n) =S, }
Post: bag.a[0.n) = D A a[0..izq) = Sy A alder.n) =5
A 12q < pivote < der
A alizq..pivote) C alpivote] C a[pivote + 1..der)
I

var i, 7j: int;
1,7 =1zq+1,izq + 1;
Inv: izqg<i<j<der A alizg+ 1..i) C alizq] C ali..j)

A bag.alizq..der) = C
Cota: der —j

do j # der —
if afj] € afizq] —
ali], alj] := alj], alil;
1i=1+1
[ als] 2 alizq] —
skip
fi
;)i=7+1
od
;alizq),ali — 1] := afi — 1], alizq]

; pivote ;=1 — 1

J

29



10. Heapsort

El algoritmo Heapsort o de Ordenamiento por Monticulos es un algoritmo
de complejidad O(n- lg n). En su desarrollo involucra una estructura de datos
que se denomina heaps o monticulos.

10.1. Heaps

Un heap es una estructura de datos que puede ser vista como un arbol
binario, donde cada elemento tiene hasta dos hijos asociados y que adicional-
mente cumple con otras restricciones. Veamos un ejemplo de arbol binario:

La primera restriccion que impondremos serd que cada nivel debe tener
tantos elementos como sea posible. Por ejemplo, en el arbol anterior podemos
ver que cada nivel se encuentra copado en todas sus posiciones validas. Un
arbol que no satisfaga esa restriccién seria por ejemplo el siguiente:

No cumple pues el cuarto y quinto nivel no se encuentran completos. Si
somos estrictos en esto, podriamos tener heaps con un nimero restringido
de vértices. Se deja como ejercicio al lector calcular la cantidad de posibles
nodos de un arbol estrictamente completo.

Relajaremos entonces un poco esta condicion de tal forma que todos los
niveles se encuentren completamente llenos, a excepcion del ltimo, el cual
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podra tener ciertos espacios vacios. {Qué espacios deben ocupar los elemen-
tos del tltimo nivel? Debemos ir llenando de izquierda a derecha, es decir,
los espacios que posiblemente quedasen vacios estarian situados en la parte
derecha del ultimo nivel. Veamos por ejemplo el siguiente arbol de tamano
10:

Es posible enumerar los elementos pertenecientes a un cierto arbol por
niveles; es decir, el elemento raiz ocupard la posicion 0, sus hijos ocuparan
las posiciones 1 y 2 respectivamente, luego los elementos en el tercer nivel
llevaran las etiquetas 3, 4, 5 y 6 y asi sucesivamente. Veamos por ejemplo la
numeracion (representada con el valor correspondiente en cada circulo) del
primer arbol que manejamos.

El elemento 1 por ejemplo, tiene como hijos los nodos etiquetados como
3y4otambién 2-14+ 1y 2.1+ 2; el cero tiene a su vez como hijos los
elementos 1 =2-0+1y 2 = 2.0+ 2. Se puede verificar que, en caso de
existir, los hijos del elemento que alberga la posicién i son el 2041y el 2i+ 2.

Definiremos las funciones hijolzq e hijoDer que determinaran la posicién
en el arbol del hijo izquierdo y derecho de un cierto elemento:

hijolzq: N — N hijoDer : N — N
hijolzq(i) = 2i + 1 hijoDer(i) = 2i + 2
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El valor obtenido al aplicar cada una de estas funciones a un indice 7 sera con-
gruente con nuestro arbol si y soélo si el hijo, izquierdo o derecho segun sea
el caso, del elemento 7 existe.

.Bajo que condiciones se puede decir que los hijos de un arbol existen?
Para esto definiremos el tamano de un Heap (heapSize) como el nimero de
elementos que lo integran. Por ejemplo, el heap pasado era de tamano 7.

Podemos asegurar que un cierto hijo del elemento i existe si se encuen-
tra en el intervalo correspondiente a las posibles posiciones que ocupan los
elementos en el heap, es decir,

0 < hijolzq(i), hijoDer(i) < heapSize

esta notacion ha sido consistente con nuestro arbol completo que presenta-
mos anteriormente, pero, jserd también consistente si el arbol no se encuentra
lleno en su ultimo nivel? Veamos por ejemplo qué sucede con el drbol pre-
sentado anteriormente:

Al considerar el arbol completo asociado al eliminar los elementos 7, 8 y 9
tenemos que se cumple para todos los elementos en el intervalo [0..7).

Para el elemento 3, se tiene que sus hijos serian el 2-34+1 =7y 2-3+2 = §,
lo cual es cierto. En el caso del 4 tenemos que sus hijos serian respectivamente
el 9 y 10, dado que el 10 es igual a heapSize, no existe; para los 5 y 6 se tiene
que al aplicar las funciones a cada uno de estos el valor obtenido excede el
rango de valores aceptados en el heap, por lo tanto, sus hijos no existen. Esto
concuerda perfectamente con la nocién que hemos presentado.

Hasta ahora hemos presentado esto de forma intuitiva, pero no hemos
dado una demostracion de que esto es siempre cierto. Daremos una demos-
tracion basandonos en las caracteristicas que cumplen los arboles semejantes
a los que hemos definido.

Cuando un arbol esta balanceado, se pueden verificar cada uno de los
siguientes items:
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= Si un elemento ocupa la posicién i en la numeracién, este se encuentra
en el nivel |logs(i + 1)| del heap.

» El ntimero de elementos del nivel m, si estd completo es de 2.

= El elemento izquierdo del nivel m tiene indice 2™ — 1.

Teniendo esto, podemos verificar que el nodo 7 tiene a su izquierda un total

de
i— (2[1092(i+1)J —1)
elementos y tiene a su derecha

lleg2(i41)] 1 — (§ — (2lleg2i+D) _ 1))
= glog2(i+1)] _ 1 _ 4 4 gllog2(i+1)] _
= 9. 9llog2(i+1)] _; _ 9

elementos. Cada uno de los elementos a la izquierda aportaran dos unidades
a la posicion del hijo izquierdo de ¢, y los elementos a su derecha aportaran
una unidad. Adicionalmente, el elemento ¢ estard aportando con una unidad
mas. Por lo tanto, el hijo izquierdo del elemento i se encuentra desplazado
con respecto a su padre en:

2. (i — (2Uog2(HD] _ 1)) 4- 2. glleg2+ D] _j 9 4
= 2 — 9. 9Uog2(i+1)] 4 9 4 9. 9llog2(i+1)] _ 4 9 1 1
= 1+ 1

Luego, si el elemento se encuentra en la posicion ¢, su hijo izquierdo se
encontrara en la ¢ 47+ 1 =27+ 1.

Para el calculo de la posiciéon del hijo derecho basta con desplazar en
una unidad al hijo izquierdo correspondiente a este tultimo. Es decir, el hijo
derecho se encontrara en la posicion 2i + 2.

Es importante hacer notar que la demostracién anterior tiene sentido
siempre y cuando el hijo izquierdo/derecho exista, en caso contrario no tiene
sentido hablar de la posiciéon que ocupa alguno de sus hijos en el heap. Se
deja como ejercicio al lector demostrar las tres propiedades enunciadas an-
teriormente: nivel de un nodo en el heap, nimero de elementos por nivel y
elemento izquierdo de un nivel.
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Recordemos que estamos buscando con todo esto implementar un algorit-
mo de ordenamiento sobre arreglos. Sin embargo, nétese que podemos llevar
facilmente un heap a un arreglo con la numeracion que realizamos; simple-
mente tenemos que colocar cada nodo ¢ del heap en la casilla nimero 7 del
arreglo. De esta forma se seguird manteniendo la relacién padre-hijos que
hemos indicado anteriormente. Por ejemplo, un ejemplo de heap y su arre-
glo asociado se encuentra a continuacion; hemos colocado como subindice de
cada elemento su etiqueta asignada en la numeracién para mayor claridad:

[efaft]nfeg|k[f[w]z]u]

.De qué tamano debe ser el arreglo? No es necesario ser demasiado estric-
tos, exigiendo que el arreglo deba ser de tamano igual al heap. Utilizaremos
como convencién que el arreglo puede ser de cualquier tamano (n) que no
cause conflictos con el del heap, esto es

0 < heapSize < n

Y que los elementos del heap se encontraran en el intervalo de casillas
[0..heapSize) del arreglo. Por lo tanto, podriamos haber colocado el heap
anterior en el siguiente arreglo:

elajt|nlg[k/flwizju] .. [ |
0123456789 ..  nl

Desde este momento nos referiremos comtnmente con la notacién afi| como
el nodo del heap almacenado en la casilla 7 del arreglo a.

10.2. Predicados Auxiliares

Teniendo n: int y a: array/0..n) of T, definimos para [, m: int tales que
0 <1 <m < n el predicado
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okHeap(a,l,m) = (Vi,j | I <i,7 <m A iesDesc j:ali] Calj])

y también definimos para [, m,exc: int tales que 0 < [ < exc < m < n el
predicado

casiHeap(a,l,m,exc) = (Vi,j |l <i,j <mAiesDescjAj# exc:ali] C alj])
donde

esDesc = (esHijo)"

es decir, la relacion esDesc viene siendo la clausura transitiva de la relaciéon
esHijo, donde

resHijoy=(r=2y+1) V (x=2y+2)

lo cual es equivalente a

x esHijoy=y=(r—1) div 2

De esta forma okHeap indica que el segmento [l..m) de a estd adecuada-
mente organizado como un heap, y decimos que un casiHeap tiene posible-
mente un nodo “problematico” exc que le impide ser heap.

Tal como hemos definido el predicado okHeap, nos estamos refiriendo a
max-Heaps, donde el progenitor es mayor que sus descendientes. Sin embar-
go, es importante saber que es posible definir la propiedad okHeap de forma
andaloga diciendo que los descendientes son mayores a los progenitores, refi-
riendonos entonces a min-Heaps. Sin embargo, para el Ordenamiento Heap-
sort estaremos utilizando maz-Heaps y nos referiremos a ellos simplemente
como heaps.

Un aspecto importante de usar heaps para ordenar arreglos, es que en
un segmento no-vacio de arreglo, si éste aloja un heap enraizado en 0, tal
posicién 0 contiene el maximo:

x>0 A okHeap(a,0,z)= (Vi |0<i<z:al0] 3afi])
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10.3. Procedimientos
10.3.1. acomodarHeap

Este procedimiento permitird acomodar un casiHeap para que satisfaga
el predicado okHeap. Veamos la firma del procedimiento acomodarHeap:

proc acomodarHeap (in n: int; in-out a: array/0..n) of T; in 1, m: int)
Pre: 0<l<m<n A casiHeap(a,l, m,!)
{ A bag.a[l.m) = B A al0..l) = Ag A alm..n) = A;
Post: okHeap(a,l, m)
{ A bag.all.m) =B A al0..l) = Ay A a[m..n) = A, }

Las reorganizaciones de heaps conviene iniciarlas por la raiz, y es lo que
se acostumbra hacer. Atacaremos el problema de acomodar el heap de esta
manera gracias a la propiedad siguiente:

okHeap(a,x + 1,y) = casiHeap(a, x,y, x)

Dada nuestra precondicién, se tiene que casiHeap(a,l,m,l); por lo tanto,
tenemos que el intervalo [l + 1,m) del arreglo representa un heap.

Adicionalmente, se cumple que los “casi-Heaps” terminan de acomodarse
cuando localmente se satisfacen las condiciones de orden requeridas, enten-
diendo por localmente que basta que los hijos directos ya estén bien ordenados
(si tales hijos existen dentro del rango en consideracion):

casiHeap(a,x,y, z)
AN2z+1<y=a2z+1]Calz]) | _
ANR2z4+2<y=a2z+2]Calz]) | — okHeap(a, z,y)

Teniendo esto, podemos proceder a arreglar la condicién de orden reque-
rida de forma local entre el nodo problematico y sus hijos. Asi tendremos
que se cumple casiHeap(a, x,y, hijo(z)) donde hijo(z) viene siendo el descen-
diente directo del nodo z al cual pasamos el problema. Procediendo de igual
manera, podemos descender verticalmente por el heap hasta solventar la si-
tuacién. Esto se da cuando localmente el nodo satisfaga los requerimientos
de orden, gracias a la propiedad anterior, o igualmente, cuando éste no tenga
hijos gracias a que en rangos vacios se cumple trivialmente la propiedad de
ser heap:
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okHeap(a, x, )

Para verificar que localmente un nodo satisface el orden, basta con verifi-
car que este sea el mayor entre él y sus hijos. Veamos como podemos verificar
esto y, en caso de no satisfacerse el orden cémo podemos arreglarlo. Sea k
el posible nodo problematico y m el limite superior del segmento que con-
tiene al “casi-Heap” y listo una variable booleana que indica si se satisface
localmente el orden. Para la verificacion definiremos la siguiente notacién
equivalente para simplificar las guardas de los condicionales:

E BO — ﬁ BO then
| D D

[| ~Bo — — else
|4 |4

fi fi

Tenemos entonces lo siguiente:
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var mayor: int;
mayor = k;

if (2k+1<m A a[2k+ 1] O almayor]) then
‘ mayor := 2k + 1

skip

if (mayor = k) then
‘ listo = true

else
a[mayor], alk] := alk], almayor]
ik :=mayor

fi

Teniendo esto, si listo es falso, tenemos en k el nuevo nodo problematico.
Veamos finalmente la implementacién del procedimiento acomodarHeap:
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proc acomodarHeap (in n: int; in-out a: array/0..n) of T; in 1, m: int)

I

Pre: 0<l<m<n A casiHeap(a,l,m,I)

A bag.all.m) =B A al0..l) = Ay A a[m..n) = A,

Post: okHeap(a,l, m) }

A bag.all.m) =B A al0..l) = Ay A a[m..n) =4,

var k: int;

listo: boolean;

k,listo :== 1, false;

p

\

do

I

Inv: [<k<m A casiHeap(a,l,m,k)
: (2k+1 <m = a2k + 1] C alk])
A listo = ( A (2k +2 <m = a2k + 2] C a[k])
A bag.all.m) =B A al0..l) = Ay A a[m..n) =4,
Cota: (m — k) + (1 — #listo)
—listo —

var mayor: int;
mayor = k;

if (2k+1<m A a[2k+ 1] O a[mayor]) then
‘ mayor = 2k + 1

‘ skip
fi;
if (2k+2<m A a[2k+ 2] O a|mayor]) then
‘ mayor := 2k + 2

else

‘ skip

i‘ (mayor = k) then
‘ listo := true

else
a[mayor], alk] := alk], a[mayor]
i k :=mayor

fi
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10.3.2. construirHeap

Hasta ahora hemos visto como convertir un casiHeap en un heap mediante
el procedimiento anterior. Sin embargo, para eso necesitamos tener un heap y,
hasta los momentos no tenemos las herramientas necesarias para construirlo.
Gracias a la propiedad antes citada que dice

okHeap(a,x + 1,y) = casiHeap(a, z,y, )

tenemos una forma inductiva de consturir heaps:

1. Tomar un segmento que trivialmente constituya un heap, podria ser
por ejemplo el segmento vacio [n..n) del arreglo a ordenar.

2. Adicionar al intervalo un nuevo elemento con lo cual tendremos un
casiHeap.

3. Finalmente llamar a acomodarHeap para asi tener un heap de tamano
mayor al inicial en uno.

De esta manera, iterando en los pasos 2 y 3 podemos agregar todos los
elementos del arreglo a ordenar a un heap.
Veamos la siguiente implementacién para construir el heap:

proc construirHeap (in n: int; in-out a: array/0..n) of T')
{ Pre: n>0 A bag.al0.n) =B }
{ Post: okHeap(a,0,n) A bag.al0..n) =B }

I

var k: int;

k:::;

Inv: 0<k<n A okHeap(a,k,n) N bag.a[0..n) = B
{ Cota: & }
dok#0—

k:=k—1;

acomodarHeap(n, a, k,n)

od

J

Noétese que dejamos la inicializacion de k atin sin definir. Anteriormente
dijimos que debiamos empezar con un segmento que trivialmente constituya
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un heap. Podriamos simplemente inicializar k en n. Sin embargo, dado que en
rangos no necesariamente vacios se tiene un heap si en el rango considerado
nadie es hijo de nadie:

okHeap(a,x,y) <z > {%J

podemos inicializar k en n div 2.

10.3.3. Heapsort

Finalmente podemos construir el ordenamiento. Para esto, debemos re-
cordar que el mayor elemento de un heap se encuentra en su raiz, por lo
tanto, para ordenar un arreglo basta:

1. Construir un heap con todos sus elementos.
2. Intercambiar la raiz del heap con el dltimo elemento de este.
3. Decrementar el tamano del heap.

4. Acomodar el heap resultante.

De esta forma, en cualquier instante justo antes de comenzar la iteracion
tendriamos un arreglo como el siguiente:

- e ‘ Segmento Ordenado ‘

heap

donde maz es el mayor elemento del heap que pasara a estar en la siguiente
posicion:

‘ max Segmento Ordenado ‘

heap
formando parte del segmento ordenado.
Veamos la implementracién final del Ordenamiento Heapsort:
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11.

proc heapSort(in n: int; in-out a: array/0..n) of T')

{ Pre: n>0 A bag.al0.n) =B }
{ Post: ord.a[0.n) A bag.al0.n) =B }

I

J

var k: int;
construirHeap(n, a);
k= n;

Inv:i 0<k<n A okHeap(a,0,k) A ord.a[k..n)
A al0..k) C alk..n) A bag.a[0..n) = B
Cota: &
dok>0—
k=k—1
;al0], a[k] := alk], a[O]
; acomodarHeap(n, a, 0, k)
od

Ejercicios

1. Especificar e implementar una versién de los ordenamientos por in-

sercion, seleccion y burbuja tal que los elementos se vayan ordenando
desde las posiciones mas altas del arreglo. Es decir, al final de una
iteracion k, el segmento ordenado debe ser el [k..n).

Implementar una version de burbuja bidireccional.

Realizar una corrida en frio de cada uno de los algoritmos expuestos
para el arreglo:

1,6,3,2,8,7,4,7,3,8,10,0, 3,0, 9
Determinar el nimero de iteraciones/recursiones para cada uno.

Suponga que desea calcular la moda entre los elementos de un arreglo,
proponga una solucién al problema que utilice algoritmos de ordena-
miento. Se define la moda de un multiconjunto de elementos como el
valor que mas se repite, esto es, que no existe otro valor con mas ocu-
rrencias que €él, nétese que més de un elemento puede ser la moda de
un multiconjunto.
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. Suponga que usted posee un lunes todos los ciudadanos pertenecientes
al registro electoral de una nacién almacenados en un arreglo ordenados
mediante su cédula de identidad. Al finalizar la semana se han agregado
al final del arreglo todos los ciudadanos que se hayan inscrito en el
transcurso de la semana. Se solicita su trabajo como Ingeniero de la
Computacion. ;Qué algoritmo de ordenamiento escogeria para realizar
esta faena?. Suponga que la fraccién de individuos anadidos en una
semana es infima con respecto al total de personas que viven en el pafis.

. Implemente una versién de quicksort donde se escoja como pivote el
elemento medio entre tres elementos del segmento.

. Dada la constante “oculta” en notacién de complejidad asintotica, es
comun que para casos pequenos un algoritmo como Insercién se com-
porte mejor que otro asintéticamente mas eficiente como mezcla o
Quicksort. Modifique Quicksort para que cuando el tamano del segmen-
to sea menor o igual a k elementos se utilice Inserciéon como algoritmo
de ordenamiento.

. El problema de la Bandera Holandesa se define como:

proc banderaHolandesa (

in N: int;

in-out a: array/0..N) of [rojo,blanco,azul];

in izq, der: int)

{ Pre: 0<izqg<der <N A bag.a[0..N)=A }
Post: bag.a[0..N) = A
A (Tp,qrlizg<p<qg<der:

(Vi | izq <1 <p:ali] =rojo)
A (Vi | p <i<q:ali] = blanco)
A (Vi | g <i<der:ali| = azul)

Implemente este procedimiento utilizando un invariante de iteracion
semejante al del procedimiento de particion presentado en el algoritmo
Quicksort. Desarrolle un invariante de iteracion.

. Indique cémo podria modificarse el problema de la bandera holandesa
para que sea tutil para el algoritmo Quicksort, realice las modificaciones
necesarias e indique si en algin caso este algoritmo se estaria compor-
tando mejor que el presentado anteriormente.
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10. Implemente y especifique una versién del algoritmo de Heapsort que
considere min-Heaps. Para esto, tiene que reespecificar el comporta-
miento de los heaps.
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